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Questao 01 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

(a) Mostre que se = e y sdo ntimeros irracionais tais que 2% — y? seja racional
nao nulo, entao  + y e  — y sao ambos irracionais.

(b) Sabendo que a raiz quadrada de um nimero primo é irracional, prove que
se p e q sao primos distintos, entao /p + /¢ e \/p — ,/q sdo nimeros
irracionais.

Solugao

(a) Sejam x e y irracionais tais que z? — y* é racional ndo nulo (em particular
x # +y). Agora suponha, por absurdo, que = + y ¢ z — y nao sdo ambos
irracionais, isto é, que pelo menos um deles é racional. Note que, como = # —y
e x # y, temos que

2 2 2 2
a(:—y:L Y e ac—i—y:L y.
T+y r—=Y

donde se conclui que, no caso de x? — y? ser racional,
r+yeQ<—=zxz—-—ycQ.
(z+y)+(x—y)

2
Logo « + y e * — y s@o nlmeros irracionais.

Mas isto implica que z = é racional, o que dd um absurdo.

(b) Sejam p e g primos distintos. Logo /p e /g s@o niimeros irracionais.

Note que (v/p+ /@) (vP — va) = (vP)* — (v/@)* = p— q é um ntimero racional

nao nulo. Portanto, pelo item (a), podemos concluir que tanto \/p + /g quanto
/P — +/q sao irracionais.

Pauta de Correcao:

Item (a)
e Deduzir que z + y é racional se, e somente se, © — y é racional. [0,25]
e Provar que z +y e z — y sdo irracionais. [0,25]

Item (b)

e Usar o item (a) e deduzir o resultado do item (b). [0,5]



Questao 02 [ 1,00 ::: (a)=0,75; (b)=0,25 ]

(a) Sabendo que sen a + sen b = 2 sen<a2+b> cos (

a—>b

2

) , prove que

se z,y € (0,7) e x # y, entdo sen = + sen y < 2 sen (33—21—y>

(b) Use o resultado do item (a) para resolver a equagao

2 ’ '

sen(2z)seny/z = sen ( 5

Solugao

(a) Sejam 0 < z < 7 e 0 <y < w. Combinando essas duas desigualdades obtemos

0< ”“’T*y < (1)
T T —y T
T T 2
2< 2 <2 (2)

5 Y # 0, e portanto, por (2),

T
Como x # y, temos que

0 < cos (%) < 1.

Multiplicando esta ultima desigualdade por 2 sen (mT—i—y)j que é um numero

positivo, por causa de (1), obtemos

25en(xT+y>cos(x;y) <2sen(m;ry).

Juntando essa desigualdade com a identidade dada no enunciado, concluimos
que

senx+seny<25en(xT+y>.

(b) Com00<x<g,temosqueO<2:c<7re0<\/§<7r.

Se 2z # \/z e usando o item (a) obtemos a seguinte desigualdade

2r + ﬁ) S sen(2z) + seny/z
2 )

sen(2z)seny/x = sen ( 5

que contradiz a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica dos niimeros
positivos sen(2x) e seny/x.

. . 1
Portanto 2x = y/x e assim concluimos que z = 1



Pauta de Correcgao:
Item (a)

e Deduzir que 0 < cos (IQJ) < 1. ]0,25]

e Provar que sen x + sen y < 2 sen (L—;y> [0,5]

Item (b)

e Encontrar a solugdo da equagao. [0,25]

Questao 03 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

Considere o conjunto de todos os nimeros naturais com quatro algarismos
tais que os algarismos lidos da esquerda para a direita estao em ordem estrita-
mente decrescente.

(a) Quantos elementos possui tal conjunto?

(b) Se escrevermos tais nimeros em ordem crescente, que nimero ocupa a
1092 posicao?

Solucao

(a) A cada escolha de quatro digitos (sem repetigdo), entre os dez digitos, temos
uma Unica ordem decrescente; portanto o niimero de elementos pedido € igual a

10
= 210.
(b) A quantidade dos que iniciam com o digito 3 é 1 (apenas o nimero 3210);
4 iniciam com o digito 4, a saber 4210, 4310, 4320 e 4321; os que iniciam com o
;. - 5 . ) .
digito 5 sao no total de 3] = 10; com o digito 6 sao 5] = 20; com o digito 7
sao 35.

Até este momento temos um total de 70 niimeros em ordem crescente.

A quantidade daqueles que iniciam com o digito 8 e sdo seguidos do digito:

e 2 é apenas 1 numero, a saber 8210;

(3 .
03e<2>—3,



C(6) _
06e<2>—15.

Agora temos um total de 105 niimeros.
Os nimeros seguintes serdao 8710, 8720, 8721, 8730.
Assim concluimos que o nimero que ocupa a 109 posic¢io é 8730.

Pauta de Correcgao:

Item (a)
e Calcular corretamente a quantidade de elementos do conjunto. [0,5]
Item (b)

e Encontrar o nimero que estd na 109% posicao. [0,5]

Questao 04 [ 1,00 ]

As diagonais AD e C'E do pentdgono regular ABCDE de lados de medida
a, intersectam-se no ponto P. Determine AP e PD em funcao de a.

D
E
C

A B
Solugao
Cada angulo interno do pentdgono regular tem medida

a; = 180° — 360 = 180° — 72° = 108°.
Como DC' = DE, o triangulo C'DFE é is6sceles de vértice D, e, como CDE = 108°,

temos DCE = DEC = u = 36°.



_Como os triangulos CDE e DEA sao congruentes (LAL), temos também DAFE =
ADE = 36°.

Como EAP = 36° e PEA = 108° — 36° = 72°, temos que EPA = 180° — 36° —
72° = 72°, logo o triangulo EAP ¢ isésceles de vértice A. Com isso, AP = EA = a.

Os triangulos DPE e DEA possuem, cada um, dois angulos de medida 36°,
fazendo com que seus terceiros angulos tenham também a mesma medida. Assim,
esses triangulos sdo semelhantes, com

PD DE
EA AD’
Como EA=DE =ae AD = AP + PD = a + PD, temos

PD_
a a+PD’
logo,
PD(a+ PD) = 2,
e entao

PD’ +aPD—d® =0.
Resolvendo a equagéo, temos

—a + V5a?
—

J
»
Il

Tomando a solugao positiva, temos

@ (V5-1)
-1

3
>

Pauta de Correcgao:

e Observar ou utilizar a congruéncia entre os tridngulos CDE e DEA. [0,25]



e Concluir que o tridngulo EAP é isésceles de vértice A e obter AP = a. [0,25]
e Mostrar que os triangulos DPE e DEA sao semelhantes. [0,25]
e Calcular PD. [0,25]

Questao 05 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

Um cubo de 20cm de aresta, apoiado em um piso horizontal e com a parte
superior aberta, contém &dgua até a altura de 15cm. Colocando uma piramide
regular de base quadrada sélida de altura 30cm com a base apoiada no fundo
do cubo, o nivel da dgua atinge a altura maxima do cubo, sem derramar.

(a) Qual o volume do tronco de pirdmide submerso?

(b) Qual o volume da piramide?

Solucao

(a) Como, ao submergir o tronco de piramide, a 4gua ocupa integralmente o volume
do cubo, a soma do volume V; do tronco de piramide com o volume inicial da
agua, dado por 20 - 20 - 15, serd o volume do cubo. Assim,

Vi + 15 - 20% = 203

e, portanto,
Vi =20° —20° - 15 = 20 - (20 — 15) = 20% - 5 = 2000cm”.
Solugao alternativa do item (a):

Sendo H = 30cm a altura da piramide e a = 20cm a aresta do cubo, o volume (V%)
do tronco de pirdmide submerso é igual ao volume da coluna de dgua que subiu, de
Hcm, ou seja,

Vi=a-a-5=20-20-5=2000cm’.

(b) Sejam V o volume da pirdmide de altura H = 30cm e h = H — a = 10cm a
altura da pirdmide emersa e v seu volume. Da relagao entre V' e v, tem-se que

(-G

e, portanto,

Mas, sabe-se que
V —v =V, =2000

e, com isso

v =V —2000.



Logo,

|4

— =V — 2000

27 ’
e, portanto,

V= 72710300 cm®.

Pauta de Correcgao:

Item (a), primeira solugao:

e Indicar que o volume do tronco da pirdmide somado ao da dgua é igual ao volume
do cubo. [0,25]

e Calcular corretamente o volume do tronco da piramide. [0,25]
Item (a), solugao alternativa:

e Indicar que o volume do tronco da piramide é igual ao volume da coluna de dgua
que subiu. [0,25]

e Calcular corretamente o volume do tronco da piramide. [0,25]
Item (b)

e Obter uma relagao entre o volume total V' da piramide e o volume v da parte
emersa. [0,25]

e Calcular corretamente o volume total da pirdmide. [0,25]

Questao 06 [ 1,00 ]

Sejam a, b e ¢ inteiros tais que a® + b3 + 3 ¢ divisivel por 9. Mostre que pelo
menos um dos inteiros a, b ou c é divisivel por 3.

Solugao

Observamos primeiramente que, se um nimero n nao é divisivel por 3 entao ele é
da forma 3k + 1 ou 3k + 2, logo n® é da forma 9k + 1 ou 9k + 8.

Suponha que nenhum dos inteiros a, b, ¢ seja divisivel por 3. Segue que os cubos
desses numeros sdo da forma 9k + 1 ou 9k + 8.

Considerando todas as possibilidades para a soma de trés cubos, a soma a®+b>+¢3
sera da forma 9k + 1, 9k + 3, 9k + 6 ou 9k + 8:

a®+ 0+
9k1+1 | 9k2+1 | 9k3 + 1 9k + 3
9k1+1 | 9k2+1 | 9k3 + 8 9k +1
9k1+1 | 9k +8 | 9ks + 8 9k + 8
9k1+8 | 9k +8 | 9ks + 8 9k + 6

Portanto, obtemos a® + b + ¢* nio divisivel por 9.

Solugao alternativa:



Observamos primeiramente que, se um numero n nao é divisivel por 3 entdo ele é
da forma 3k + 1 ou 3k + 2, logo n® é da forma 9k + 1 ou 9k + 8.

Portanto, se n néo é divisivel por 3 entdo n® =1 mod 9 ou n® = 8 mod 9.

Suponha que nenhum dos inteiros a, b, ¢ seja divisivel por 3. Segue que os cubos
desses niimeros sdo congruentes a 1 ou a 8 médulo 9.

Considerando todas as possibilidades para a soma de trés cubos teremos:

a4+ +c=1+1+1=3mod9

A+ +F=1+1+8=1mod 9

A+ +E=1+8+8=8mod9

a®+b+c*=8+8+8=6mod 9

Portanto, obtemos a® + b + ¢* nio divisivel por 9.

Pauta de Correcgao:

e Observar que, se n nao é divisivel por 3 entao n é da forma 3k + 1 ou 3k + 2.
[0,25]

e Observar que, se n nao é divisivel por 3 entdo n® é da forma 9k + 1 ou 9k + 8.
[0,25]

e Supor que nenhum dos inteiros a, b, ¢ seja divisivel por 3 e considerar todas as
possibilidades para a® 4 b* + ¢3. [0,25]

e Concluir o resultado. [0,25]

Questao 07 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

(a) Considere um conjunto formado por 11 ndmeros inteiros positivos di-
ferentes, menores do que 21. Prove que podemos escolher dois desses
ntmeros tais que um divide o outro.

(b) Exiba um conjunto com 10 ntmeros inteiros positivos, menores do que 21,
tais que nenhum deles é miiltiplo de outro.

Solucao

(a) Vamos distribuir os numeros de 1 a 20 em 10 conjuntos disjuntos como, por
exemplo: {1,2,4,8,16}, {3,6,12}, {5,10,20}, {7,14}, {9,18}, {11}, {13}, {15},
{17}, {19}.

Tomando 11 nimeros de 1 a 20, pelo Principio das Gavetas, como hé 10 conjun-
tos, necessariamente teremos 2 nimeros no mesmo conjunto, e portanto, temos
a propriedade desejada.

(b) Algumas respostas possiveis:

{11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20}, {10,11,12, 13,14, 15,16,17,18,19},
{9,11,12,13,14,15,16,17,19,20}, {9,10,11,12,13,14,15,16,17, 19}
{8,11,12,13,14,15,17,18,19,20}, {8,10,11,12,13,14,15,17,18,19},



{8,9,10,11,12,13,14,15,17,19}, {7,8,11,12,13,15,17, 18,19, 20},
{7,8,10,11,12,13,15,17,18,19}, {6,7,9,10,11,13,15, 16,17, 19},
{6,7,8,9,11,13,15,17, 19,20}, {6,7,8,9,10,11,13,15,17, 19},
{6,7,9,11,13,15,16,17,19, 20}, {6,7,8,9,10,11,13,15,17,19},
{6,9,10,11,13,14,15,16,17,19}, {6,8,9,11, 13,14, 15,17, 19,20},
{6,9,11,13,14,15,16,17,19, 20}, {4,6,9,10,11,13,14,15,17,19}

e {4,6,7,9,10,11,13,15,17,19} .

Pauta de Correcao:

Item (a)

e Exibir a particdo do conjunto dos nimeros de 1 a 20 em 10 conjuntos dois a
dois disjuntos com a propriedade indicada na solugao. [0,25]

e Concluir a prova do item (a). [0,25]
Item (b)

e Exibir um conjunto com a propriedade solicitada. [0,5]

Questao 08 [ 1,00 ::: (a)=0,50; (b)=0,50 ]

Considere o seguinte sistema de congruéncias

X =1mod9
X=5mod?7
X =3 modb

(a) Encontre o menor niimero natural que satisfaz o sistema.

(b) Alguma solucao do sistema é solucao da congruéncia X = 926 mod 3?7

Solugao
(a) Como (9,7) =1, (9,5) = 1 e (7,5) = 1, o sistema tem solugdo. Pelo Teorema
Chinés dos Restos as solugoes do sistema sao

2=35-y1-1+45 92 -5+63-y3-3+¢-315

sendo t € Z, y1 solugao de 35Y = 1 mod 9, y2 solugao de 45 = 1 mod 7 e y3 solucao
de 63Y = 1 mod 5. Os inteiros y1 = 8, y2 = 5 e y3 = 2 satisfazem as condigdes
impostas. Portanto

r=235-8+45-254+63-6+315-t=1783 +t-315

Para encontrar e menor solugao positiva devemos impor 1783 +¢-315 > 0 para t € Z.

—1783
315

1783 +t-315 >0 <=1t > =t=>-5



A menor solugao é rop = 1783 — 5 - 315 = 208.

(a) Solugao alternativa
Observe que

X =1mod9
{X51m0d9
e

X=5mod7
X = —-2mod 35
X =3 modbH
Assim, x = 1+ 9k = —2 + 35¢t, com k,t € Z.
Segue-se que 35t — 9k = 3 com solucao particular to = —3, ko = —12 e solugao

geral dada por
t=-3+9r, rcZ
k=—-12+35r, r€Z
Portanto, x = 1 + 9(—12 4 357) e a menor solugdao natural ocorre quando r = 1,
obtendo = = 208.

(b) As solugdes do sistema sao as solugoes da congruéncia X = 208 mod 315. Portanto
queremos saber se o sistema de congruéncias

X =208 mod 315
X =926 mod 3

possui solugdo. Suponhamos que existe a € Z que satisfaz o sistema, isto é, existem
Y,z € Z tais que a — 208 = y - 315 e a — 926 = z - 3. Subtraindo as equagoes, temos
718 = 315y —3z. Como a ultima equagao nao tem solugao, pois (315, 3) = 3 nao divide
718, entao o sistema nao tem solugao. Ou seja, nenhuma solugao do item (a) é solugao
da equacao X = 926 mod 3.

Pauta de Correcao:

Item (a)
e Encontrar as solugdes do sistema de congruéncias. [0,25]
e Encontrar a menor solugao. [0,25]

Item (b)
e Descrever o sistema de congruéncias. [0,25]

e Mostrar que o sistema nao tem solugao. [0,25]
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